Feladat 1. Igaz, hogy Q(v/2,v/3) = Q(v/2 + v/3)?

Megoldas: Ha egy test tartalmazza V2t és \/g—at, akkor tartalmazza v/2++/3-
at is, ezért Q(\/§+ \/g) - Q(\/§7 \/?:)

A masik irdnyd tartalmazis azon milik, hogy el6éll-e /2, illetve v/3 az a =
V24 /3 racionélis egyiitthatés polinomjaként. Ehhez ki kell szamolni a hatvanyait
(elég a harmadik hatvinyig elmenni, hiszen a két masodfoki algebrai szdm Osszege,
igy legfeljebb negyedfokii). Mivel a® = 2v/2+3-2v/3+3v/2-34+3v3 = 11v/24+9V/3,
V2 =1(a®—9a) és V3 = $(11a — a®). Teh4t a két test megegyezik.

Feladat 2. Igazolja, hogy az algebrai L | K testbdvités akkor és csak akkor véges
fokt, ha 1éteznek olyan ly,...,1, € L elemek, melyekre L = K(ly,...,1,).

Megoldas: Ha L | K véges fokd, akkor L véges foku vektortér K felett, vagyis
vannak olyan [ly,...,l, € L elemek, amelyek K feletti linedris kombinaciéjaként
el6all L osszes eleme. Ezek a linedris kombindciék benne vannak K(ly, ..., 1,)-ben,
gy L=K(l1,...,1l,).

A misik irdnyhoz: az Osszes [; algebrai K, és gy K(ly,...,l;—1) felett, tehat
(K(y,...,0i—1){) : K(ly,...,l;—1)] véges. Ekkor ezek szorzata is véges, az pedig a
fokszdmtétel alapjan éppen [K(l1,...,l,) : K] = [L: K].

Feladat 3. Adja meg Q(v/12) résztesteit.

Megoldas: Természetesen Q és maga Q(+/12) résztestek. Minden egyéb résztest
a kettd kozé esik. Mivel a Q(v/12) | Q bévités negyedfoki, a fokszadmtétel miatt
az esetleges kozbiilsé testek mdsodfoku bévitései Q-nak. A ma&sodfokd bévitések
egyszeriek, igy a kérdés az, hogy melyek azok az o mésodfoku algebrai szamok,

amelyekre a € Q(v/12)?

Legyen
a=qo+ q V12 + g2V12 + g3 V123,
ahol a ¢;-k racionalisak. Ekkor

o® = qf + 24q1g3 + 1245 + (2g0q1 + 24g2q3) V12+
(47 + 2q0g2 + 12¢2)V12 + (290q3 + 2q1¢2) V'123.

Az o masodfoki Q felett, vagyis az (1,0,0,0), (qo,q1,92,93), és (g3 + 24q1q3 +
12¢3,290q1 + 249293, 43 + 290g2 + 1263, 2q0q3 + 2q1q2) vektorok Q felett linedrisan
fiiggbek. Ez ekvivalens azzal, hogy a (q1,q2,q3) és a (2qoq1 + 24q2q3, ¢3 + 2q0ga +
1243, 2q0q3 +2q1q2) vektorok ardnyosak. Mivel elébbi aranyos a (2qoq1, 2qoq2, 240q3)
vektorral, ez azt jelenti, hogy (q1,q2,q3) és (24¢2q3, ¢3 + 12¢3,2¢1q2) ardnyosak. Az
els6 és az utolsé komponenseket Gsszehasonlitva innen ¢ - 2q192 = q3 - 244243,
ahonnan pedig ¢2(¢? — 12¢3) = 0 adédik. Ha ¢? — 12¢3 = 0, akkor ¢; = g3 = 0,
hiszen ¢; és g3 raciondlisan, /12 pedig irracionalis. Amennyiben g, = 0, akkor az
ardnyossdg miatt (a kozépsé komponenst figyelve) ¢7 + 12¢5 = 0, és megint csak
q1 = q3 = 0 adédik.

Megkaptuk tehét, hogy a qo + ¢2v/12 alakii. Mivel qo, g2 € Q, Q(a) = Q(v/12).
Tehat a Q(v/12) az egyetlen kozbiilsé test.

Feladat 4. Dontse el, hogy a Q[z,y]/(x + y) gylirl integritdstartomédny-e.
Megoldas: Tekintsiik a

n: Qz,yl = Qlz], p— p(z,—2)
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leképezést, ez nyilvan homomorfizmus. Beldtjuk, hogy magja (x+vy). Az x+y poli-
nom, és igy az altala generalt idedl, biztosan benne van a magban, tegytiik fel, hogy
van egy olyan r polinom, ami eleme a magnak, de nem eleme az idedlnak (vagyis
nem oszthaté (z + y)-nal.) Valasszuk ezt az r-et gy, hogy Q[z] feletti fokszdma
(vagyis a tagjaiban fellépd y-kitev6k maximuma) a leheté legkisebb legyen. Ez a
fokszam nem 0, maskiilonben r € Q[z], de ekkor n(r) = r # 0, ellentmondva annak,
hogy r a magban van.

Legyen r = sy™ + r1, ahol s € Qz], r1 pedig egy Q[x] feletti legfeljebb n — 1
foki polinom. Definidljuk az r* := —xsy™ ! + r1 polinomot. Ekkor

n(’r*) — r*(x7 —m) = (7” _ (l‘ 4 y)syn—l)(x’ —.’13) _
r(z,—z) — (x + (—z))s(z, _x)(_x)nfl —0,

tehat r* € Kern. Mivel az r* egy Q[z] feletti legfeljebb n — 1 fokd polinom, r
minimalis véalasztdsa miatt 7* € (z + y). Viszont ekkor r = r* + (z + y)sy" ! €
(z + y), ami ellentmondés.

A homomorfiatétel szerint tehat Q[x, y]/(x+y) izomorf Q[x]-szel, ami integritds-
tartomany.

Feladat 5. Tegyiik fel, hogy K; és K, résztestek az L testben tigy, hogy L | (K; N
K) véges foki bévités, valamint K7 + K (komplexusosszeg) is résztest. Igazolja,
hogy K és Ko koziil az egyik tartalmazza a masikat.

Megoldas: Legyen m := [K; : (K; NK>)] és n:= [K; : (K; NKj)]. Ekkor az
alterek dimenziététele alapjan

[(K1+K2) : (Klng)] = d1m(K1+K2) = dim K1+d1m Kgfdlm(KlmKQ) =m+n—1.

(Itt a dimenzidk a K; N Ky test felett értenddk.) Mivel Ky és Ko kozbiilsd testei
a K + Ky | K1 N Ky bovitésnek, a fokszamtétel alapjan m +n — 1 osztjaté m-mel
és n-nel is. Ez csak gy lehet, ha m = 1 vagy n = 1. Tehat vagy K, vagy Ky
els6foki bévitése K; N Ko-nek, vagyis megegyezik vele. Ez azt jelenti, hogy K;
vagy Ko tartalmazza a maésikat.



